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PRACTICA N°9

Espacios vectoriales: Bases y coordenadas.

Recordemos que llamamos vector a un elemento despacio vectorial. En el caso en que dicho
espacio sek", los vectores seramuplas y los introduciremos en Mathematica como ligta formada pon
elementos di. Asi, por ejemplo el vectar= (1, -2, 3) d&®R>, lo escribiremos:

In[]:= v={1,-2,3};

Para cualquier otro espacio vectoNasobrek, de dimensiom, utilizaremos su identificacion cad' a
través de las coordenadas respecto de una detdarise. Por ejemplo, el polinonp(x) = 3¢ + x + 2 de
P,(R) lo identificamos con (2,1,3) pues éstas son easdenadas respecto de la base canénicg ).

1. BASES Y COORDENADAS

1.1. INDEPENDENCIA LINEAL

En un espacio vectori&, un conjunto finito de vectores se dice linealraentependiente si el vector
cero se escribe de forma Unica como combinaci@alide dichos vectores y, por tanto, con escatames Para
espacios de dimension finita, esto puede tradueinsel estudio de los sistemas homogéneos quentmmao
matriz de coeficientes a aquella en la que suswmhis son las coordenadas, respecto de una detdenbaae
(elegiremos siempre que sea posible la candni@)losl vectores que estamos estudiando. El teorema d
Rouché-Frobenius nos permite deducir que un comjdet vectores es linealmente independiente si y sGdb si
rango de la matriz cuyas columnas son las cooddande los vectores respecto de una base, esalguahnero
de vectores.

Por ejemplo, si queremos estudiar la dependenicidependencia lineal de los vectoresRder = (1, 0,
0) yw = (-1, 1, 0), escribiremos:

In[]:= {{1,0,0}{-1,1,0}};
MatrixForm[RowReduce[Transpose[a]]]

o= (3
00

Asi, el rango es 2, igual al nUmero de vectored,cpnjunto es linealmente independiente.

1.2. BASE Y COORDENADAS RESPECTO DE UNA BASE

Sabemos que una base de un espacio vectbeislun conjunto de vectores linealmente indepetalien
que ademas es un sistema de generadores de dpamoedurante esta practica tomaremos como ejeaglo
=R® cuyos elementos son ternasy( z) con cada una de sus componenteR eBomo ejemplo consideremos la
siguiente base de®:

B.={(1,0,1), (-1,1,0),(0,1,-1)}
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Las bases las introducimos en Mathematica comaaasatres decir, como lista de listas siendo cada
una de sus componentes uno de los vectores deda ba

In[]:= b1={{1,0,0},{-1,1,0},{0,1,-1}};

Para probar si dichos vectores forman basé’ gecomo conocemos la dimensién del espacio que es 3
nos bastara con ver que son linealmente indepergiepues como sabemos tres vectores linealmente
independientes en un espacio de dimension 3 fobmaa. Para ver que son linealmente independieatda b
con calcular su determinante, si es distinto de émman base y si es cero son linealmente depatediey no
forman base.

In[]:= Det[b1]
Out[]= -1

Por tantoB, es base d&>.

Las coordenadas de un vector respecto de una bgseeden calcular mediante la resoluciéon de un
sistema de ecuaciones. Consideremos el vedeR® con coordenadas (4, 1, —2) respecto de la bagmican
veamos cuales son sus coordenadas respecto dselB;bhas coordenadas buscadas seran los nUmeywsg
tales que:

(4, 1,-2) =(1, 0, 0) +y(-1, 1, 0) +Z(0, 1, -1)

es decir, la solucién del sistema:

1 -1 0Yx) (4
01 1y|=|1
0 0 -1lz) (-2

con matriz de coeficientes aquella cuyas columoadas coordenadas de los vectores de la baseoyweayor
de términos independientes es el veutdn Mathematica:

In[]:= v={4, 1, -2},
vbl=LinearSolve[Transpose[bl], v]

Out[]= {3,-1, 2}
Comprobemos que éstas son las coordenadas del veegpecto de la bagg:
In[]:= v==Sum[vb1[[il]b1[[i].{i,3}]

Out[]= True

1.3. CAMBIO DE BASE

Supongamos que tenemos dos bddey B, de un espacio vectorial, nos proponemos encofdrar
matriz del cambio de ba® aB,, que nos permite calcular las coordenadas de wealgector respecto dg,
conocidas las coordenadas de dicho vector respled®. Como sabemos la matriz del cambio de base es la
matriz regular que tiene por columnas las coordemate los vectores de la primera bdderespecto a la
segunda bas®,.

Como ejemplo consideremos las baseRte

B:={(1,0,1),(-1,1,0),(0,1,-1)}
B,={(1,0,-1),(2,1,0),(-1,1,1)}

En primer lugar introducimos las bases en el Ma#imay comprobamos que realmente lo son:

In[]:= b1={{1,0,0},{-1,1,0},{0,1,-1}};
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Det[b1]

Out[]= -1

In[]:= b2={{1,0,-1},{2,1,0},{-1,1,1}};
Det[b2]

Out[]= -2

Teniendo en cuenta lo anterior, la matriz del candlei base de ;B B, se puede construir como sigue:

In[]:= P = Transpose[Table[LinearSolve[Transpose[B2],B1[1],{i,1,3,1}];
MatrixForm[P]

Out[]=
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Una vez construida la matriz del cambio de basemediato obtener las coordenadas del vecto(4,
1, -2) respecto de la ba8 conocidas las coordenadas del mismo respect®;.dBor la practica anterior
introducimos el vector y calculamos sus coordenaglgzecto d8;:

In[]:= v={4,1,-2}
vbl = LinearSolve[Transpose[bl], v]
Out[]= {3,-1, 2}

Para calcular las coordenadas respecto de la rssa utilizaremos el cambio de base, con lo que
basta con multiplicar dicha matriz por el vectot vb

In[]:= vb2= P.vbl

Out[]= {2,1,0}

Podemos comprobar que el cambio de base se hzadeakatisfactoriamente transformando ambos
vectores a sus coordenadas respecto de la basgiazdeR?® para lo cual solo hay que sumar los productos de
cada una de las componentes del vector v1 pospéctivo elemento de la base:

In[]:= Sum[v[[iT*b[[i].{i,1,3}] == Sum[v2[[il]*b2[[l] .{i,1,3}]

Out[]:= True




