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PRACTICA N° 9

Matrices y determinantes.
Sistemas de ecuaciones lineales

En esta practica veremos como los determinantes pmoporcionan una
herramienta que mejora distintos calculos. En aincrharemos un resumen de los
distintos métodos que hemos visto para obtenaaetjo de una matriz y el estudio de
matrices regulares y el calculo de sus inversaaitilizacion de determinantes tendra
también una aplicacién importante a la resoluciérsidtemas de ecuaciones lineales.
Este es uno de los problemas que se encuentra éenfrecuencia en los distintos
campos de la Ciencia. En particular, nosotros #ands que resolver sistemas de
ecuaciones en bastantes ocasiones, como pasosspeeva resolucion de distintos
problemas. En primer lugar veremos los comandosMatematica incorpora para
discutir y resolver sistemas de ecuaciones, y pogtgente, otras alternativas a este
estudio, calculando el sistema escalonado reduciddérmula de Cramer.

Para matrices cuadradas disponemos de la furidadfmatriz] que calcula el
determinante de "matriz". Por ejemplo:

In[]:= M1={{1,2,3},{2,3,4},{3,4,6}};
Det[M1]
Out[]= -1

1. CALCULO DEL RANGO DE UNA MATRIZ.

Dada una matriz AJ M , « n (K), nos proponemos calcular el rango de A. Como
sabemos etango de A, rg(A), es el numero de filas no nulas de su forma norreal d
Hermite por filas (= niamero de pivotes). AdemasAsiiene n filas y m columnas
sabemos que rg(A) min{m, n}.

In[]:= A={{1,2,3,4,1},{2,2,1,1,1},{3,4,4,5,2},{1,0,3,2,0}}
RowReduce[A]//MatrixForm
1 00 -1 8
out[] = 010 1 >
00110
000 0 O
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Por tanto el rango de A es 3.

Como es conocido, los determinantes nos propomciomanuevo método para
calcular el rango de una matriz.

Teorema:Sea Al Mux n(K), entonces el rango de A coincide con el mayoen de
una submatriz cuadrada regular de A.

Este teorema nos proporciona el método para ealeltrango de A. Tomamos k
= min{m, n}, luego rg(A)< k, tomadas todas las submatrices cuadradas deofdda
k, si alguna es regular (su determinante es no,neidonces rg(A) = k. En otro caso,
rg(A) < k-1 y se repite el proceso con k-1 y asi sucessvaen Buscamos asi menores
(o determinantes de submatrices) no nulos de ordedimo.

Esto lo haremos con el Mathematica usando la dwiears[matriz,k] que nos
genera una matriz de ord%rEJX(Ej cuyos elementos son los menores de orden k de

"matriz" siendo p y q el nimero de filas y columnespectivamente, de “matriz”.

In[]:= M2={{1,0},{3,2},{4,-1}};
Minors[M2,2]

Out[]= {2}, {1} {11}

Asi, comenzaremos calculando los menores de ordenrkin{m, n} y si todos son
ceros reduciremos k hasta encontrar algin mentntdisle cero. Por ejemplo:

In[]:= A={{1,2,3,4,1}{2,2,1,1,1},{3,4,4,5,2}.{1,0,3,2,0}}
n=Dimensions[A][[1]];
m=Dimensions[A][[2]];

k =Min[n,m];
Minors[A,K]
Outf]= {{0,0,0,0,0}}
In[]:= Minors[A, k-1]
Out[] = {{0,0,0,0,0,0,0,0,0,0},

{-10,- 10,0,10,5,5,10,0,0,5},
{-10,-10,0,10,5,5,10,0,0,5},
{10,10,0,-10,-5,-5,-10,0,0,5}}

Como ya hemos encontrado menores de orden k-htdstile cero se tiene que
el rango de A es k-1:

In[]:= k-1

Out[]= 3
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Vamos ahora a usar la orden Module para crear wvonwomando que
llamaremosrango y que nos calculara el rango de una matriz usahdilculo de
menores como en lo anterior:

In[]:= rango[A_]:=Module[{n,m,s},
n=Dimensions[A][[1]];
m=Dimensions[A][[2]];
k=Min[n,m];
If[n==m && Det[A]!=0, Print[" El rango de esta matrizes ", k],
For[i=K, i>=1,i--,s=Minors[A,i];
If[s!=Table[0,{j1,Dimensions[s][[1]]},{j2,Dimensions[s][[2]]}],
Print[i];Break[]]
m

In[]:= A={{1,2,3,4,1},{2,2,1,1,1},{3,4,4,5,2},{1,0,2,3,0}}
rango[A]
Out[]= 3

Mathematica dispone de la funcion MatrixRank[méatpara calcular el rango. Veamos:

In[]:= A={{1,2,3,4,1},{2,2,1,1,1},{3,4,4,5,2},{1,0,2,3,0}}
MatrixRank[A]
Out[]= 3

2. MATRICES REGULARES. INVERSEIA].

Como sabemos no todas las matrices tienen inMdesaamos matriz regular a
toda matriz cuadrada que admite inversa; es desiaquella que es una unidad dentro
del anillo de las matrices cuadradas. Asi, parau@ematriz sea regular es necesario
que sea cuadrada y de rango maximo, con Mathematidaas cosas se pueden
comprobar con facilidad. En primer lugar, si fuaseesario, usaremos la orden

Dimensions[A]
para calcular el numero de filas y columnas queetieuestra matriz, la salida sera un
vector de dos coordenadas que indican el numefitadey de columnas por tanto si las
dos coordenadas coinciden la matriz A ser4 cuadealdgenas usando la orden

Det[A]

calcularemos el determinante de la matriz A y sdistinto de cero la matriz A es
regular y podremos calcular su inversa con la orden

Inverse[A]
Por dltimo para comprobar que la matriz obtenidacaémente la inversa de A basta

con multiplicar A y la matriz obtenida y ver quepebducto es la identidad. Veamos el
siguiente ejemplo:
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In[]: = A={{1,2,-1},{0,-2,1},{2,1,-1}};
Dimensions[A]

Out[] = {3, 3}

In[]: = Det[A]

out[] = 1

In[]:= Inverse[A]

Out[] = {{1,1,0},{2,1,-1},{4,3,-2}}

In[]:= Inverse[A].A==IdentityMatrix[3]
Out[]= True

Otro método que vimos para el célculo de la invéusael que utilizabamos
transformaciones elementales: Teniendo en cuergapgua toda matriz regular, su
forma de Hermite por filas es la matriz identidaara calcular la inversa de A podemos
seguir un procedimiento analogo al de la practieandtrices elementales. Para ello
tomaremos la matriz (A/l) resultante de pegar larimaA y la matriz identidad y
aplicando transformaciones elementales por filagicha matriz, obtendremos a la
izquierda, la forma de Hermite por filas H, queaskeridentidad, y a la derecha Q, una
matriz que verifica la siguiente ecuacién: Q.A =Hd, por tanto, Q = A. También
podriamos hacer:

In[]: = A={{1,2,-1},{0,-2,1}{2,1,-1}};
n=Dimensions[A][[1]];
B= Transpose[Join[A,ldentityMatrix[n]]];
Bt=Transpose[RowReduce[B]];
MatrixForm[Table[Bt[[i]],{i,n+1,2n}]]

Out[] = 11 O
21 -1
4 3 -2

Los determinantes nos proporcionan también un nogtodo para calcular la inversa
de una matriz A, que como sabemos es

At = AdiA)!
det(A)

dondeAdj(A) = (aj)i; es lamatriz adjunta, esto es la matriz que en cada posicion tiene
el correspondiente menor adjunto de A, siendpédimo menor adjuntode A

a; = (-1) det(Ay)
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donde A es la matriz que se obtiene de A eliminando & ifiésima y la columna j-
ésima.

Mathematica no tiene definida la matriz adjuntaAdgoor lo que previamente
tendremos que definirla y para ello usaremos |l@moMinors[A, n] que calcular los
menores de A de orden n y los expresa mediantenatré&. Veamoslo con un ejemplo:

In[]:= A={{1,2,-1},{0,-2,1}.{2,1,-1}};

Calculamos ahora los menores de orden 2, mediboterando Minors:

In[]:= S = Minors[A, 2];
MatrixForm[S]
Outf]= -2 10
-3 1 -1
4 -2 1

Para calcular la matriz adjunta tenemos que dacoesta que Minors nos da
como salida los menores de orden 2 de forma qoeerodr que resulta de quitar la fila 1
y la columna 1 lo coloca en el lugag § asi sucesivamente, por tanto la matriz adjunta
de A se puede definir mediante:

In[]:= adj=Table[(-1)"(i+))*S[[4-i, 4-]]],{1,1,3},{j,1,3}] ;
MatrixForm[adj]

out- 1 2 4
1 1 3
0 -1 -2

Aplicando ahora la formula, es decir, adjunta tpalesta partido por el
determinante obtenemos la inversa de A:

In[]:= inv =Transpose[adj]/Det[A];
MatrixForm[inv]

Out[] = 110
2 1 -1
4 3 -2

3. RESOLUCION DE SISTEMAS DE ECUACIONES.

La resolucion de sistemas de ecuaciones linealdsatimematica puede hacerse
de dos maneras diferentes:
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(a) Mediante la funcién LinearSolve[], cuya sintaxis es
LinearSolve[A, b]

donde A es la matriz de coeficientes y b el ved®rtérminos independientes y nos
devolvera un vector que cumple la ecuaciéon matricia = b.

In[]:= a={{1,2,3},{2,3,4},{1,0,3}};
b={1,0,5}
LinearSolve[a, b]

Out[]: = {-1,-2,2}

Otra forma de resolver el sistema anterior estievido la matriz de coeficientes
como se muestra en el siguiente ejemplo:

In[]:= Inverse[a].b
Out[] := {-1,-2,2}

Destacar que en sistemas compatibles indeterminagkie comando soélo
calcula una de sus soluciones. Para reconocer sisteama es determinado o no
podemos usar el comando NullSpace que determirgl sbrrespondiente sistema
homogéneo tiene solucion no nula:

NullSpace[A]
donde A es una matriz, nos devuelve una base slaolaciones del sistema A-x = 0.
En el ejemplo anterior la solucion que nos dabda égica pues el sistema homogéneo
tiene como solucion el espacio vectorial 0.
In[]:= NullSpace[a]
Out[] := 0

Sin embargo en el siguiente ejemplo el sistemaegatible indeterminado y la
orden LinearSolve sigue dandonos solo una soludsbsistema:

In[]:= LinearSolve[{{1,1,0},{0,-1,2},{1,0,2}},{1,-1,0}]
Out(]:= {0,1,0}

In[]:= NullSpace[{{1,1,0},{0,-1,2},{1,0,2}}]

Out[] := {{-2,2,1%

(b) Escribiendo las ecuaciones y utilizando para restas el comando Solve.
Mathematica entiende por ecuacion una expresidoddate igualdad,

expresionl==expresion2
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y un sistema de ecuaciones por una lista de ecwexcite la forma:
{expresionl==expresion2, expresidon3==expresion4},...
La sintaxis del comando Solve es:
Solve[{ecuacionl,ecuacion2,...},{varl,var2,...}]
O bien de forma matricial:

Solve[A.{varl,var2,...}=={b1,b2,...},{varl,var2 }].

In[]:= Solve[{x+y==1,-y+2z==-1,x+2z==0},{x,y,z}]
Out[]:= Solve::svars:
Equations may not give solutions for all "solve"
variables.

{x->-2 z, y->1+2 z}}

Observar que Mathematica advierte que las ecuajomneden no dar solucion a
todas las variables como ocurre aqui con la vaiaptue seria la que jugaria el papel
de parametro en la solucion del sistema compadtibigterminado.

Otros comandos que incorpora Mathematica paravaseicuaciones son los
comandos Reduce y NSolve[] con sintaxis:

Reduce[{ecuaciénl,ecuacion2,...},{varl,var2,...}]
Nsolve[{ecuacionl,ecuacion2,...},{varl,var2,...}]

El primero reduce el sistema de ecuaciones a o&® sencillo equivalente al
primero, y el segundo resuelve numéricamente & s de ecuaciones dando una
solucion aproximada:

In[]:= Reduce[{x+y==1,-y+2z==-1,x+2z==0},{X,y,z}]

Out[] := x==-2 z&8&y==1+2 z

In[]:= NSolve[{2x+y-z==1,x-y+2z==-1,x+y+2z2==0},{X,y,z}]
Out[]:= x{{x->0.1,y->0.5,z->-0.3}}

Ademas con el comando Reduce Mathematica realizastudio de casos en
funcidn de los parametros que aparezcan en elrgste

In[]:= Reduce[{p*x+y==0,x-y==0},{X,y}]
Out[]:= y==x&&p==-1|| 1+p  # 0&&y==0 && x==0

Observar por ultimo que Solve[], Reduce[] y NSojvegsuelven también
sistemas de ecuaciones no lineales.
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4. SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES ESCALONADOS
REDUCIDOS.

Segun hemos visto al principio del tema 2, un primétodo para la resolucion
de ecuaciones lineales sera el obtener, a travéaéedo de Gauss-Jordan, el sistema
escalonado reducido equivalente al sistema dedpar%in embargo, la siguiente
proposicién resume el método anterior:

Proposicion.Dado un sistema de ecuaciones lineales con matpiada (A|B), si H es
la forma normal de Hermite por filas de (A|B), emes el sistema cuya matriz
ampliada es H es un sistema escalonado reducideagenie al de partida.

[

Segun este resultado podemos obtener el sistemalomsdo reducido,
calculando la forma normal de Hermite por filas ldematriz ampliada. Para ello
utilizaremos RowReduce[A|B] o trabajaremos paso asopusando las matrices
elementales de la practica 5.

In[]: = a={{1,2,3},{2,3,4},{1,0,3}};
b={1,0,5};
ampliada={{1,2,3,1},{2,3,4,0},{1,0,3,5}};

In[]:

RowReduce[ampliada]//MatrixForm

100 -1
Out[]: = 010 -2
001 2

Como vemos en el ejemplo, el sistema es compadiblerminado y su Unica
solucion {-1,-2, 2}

3. REGLA DE CRAMER.

Los determinantes nos han proporcionado un métodgoratlo para la
resolucion de sistemas de ecuaciones: se tratalidarda regla de Cramer.

Dado un sistema de ecuaciones A.X = B donde Aj5¥;(aes la matriz de
coeficientes, X y B son las matrices columna dedgndtas y de términos
independientes, respectivamente:

diremos que es usistema de Cramersi A es cuadrada y regular.

Teorema. (Regla de Cramempado un sistema de Cramer:
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a X, +..+a, x,=b,

1n“tn
a,X, +...+a, X, =b,

2n“*n

b, a; A, Qqq
b, ay b, Ay Gy
X, = bn A - ann. . = Ay Gy
' A o A

Ejemplo.Consideremos el sistema de Cramer:
‘X+2y-z=1

-2y+z=2
2X+y-z=3

Introducimos la matriz de coeficientes A y el veate términos independientes:

In[]:= A={{1,2,-1},{0,-2,1}.{2,1,-1}};
b={1,2,3};

El siguiente paso seria calcular la matriz que [#eeee cambiando la primera
columna por el vector de términos independientealgular la primera coordenada del
vector solucion, esto lo hacemos del siguiente modo

In[]:= Al=Transpose[A];
Al[[1]]=b;
x=Table[0,{i,Dimensions[A][[1]]}];
X[[1]]=Det[Transpose[Al]]/Det[A]
Out[]= 3

De igual forma lo hariamos para la segunda y tarceordenada:

In[]:= Al=Transpose[A];
Al1[[2]]=b;
X[[1]]=Det[Transpose[Al]]/Det[A]
Out[] = 1
In[]:= Al=Transpose[A];
Al1[[3]]=b;
X[[1]]=Det[Transpose[Al]]/Det[A]
Out[]= 4
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Vamos ahora a hacerlo todo de una vez usandcefjara orden Module con la
gue crearemos un nuevo comadamer que nos resolvera los sistemas de Cramer:

In[]:= cramer[A_,b_]:=Module[{Al,x,n},
Al=Transpose[A];
n=Dimensions[A][[1]];
x=Table[0{i,1,n}];
Do[A1[[i]]=b;
X[[]]] =Det[Transpose[Al]]/Det[A];Al=Transpose[A],{i,1,n}];
Print["La solucion del sistema de Cramer es ", k

]
In[]:= cramer[A,b]

Out[] = La solucion del sistema es {3,1,4}
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