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ESCUELA POLITECNICA SUPERIOR

PRACTICA N° 4

EL GRUPO SIMETRICO

Disponemos de una funcion en Mathematica que direite calcula las permutaciones:
Permutations]lista]
devuelve todas las permutaciones posibles que puxleealizar con los elementos del argumento “lista”
Para un entera > 1, consideramos el conjun¥o= {1, 2,...n}, entonces el grupo simétriom de las
permutaciones de elementos, serd el conjunto de todas las aplicaesidiyectivas dX en X (esto es, el
conjunto de todas las permutaciones) con la opEracmposicion:

S, ={f: X - X|f es aplicacién biyectiva}.

Los elementos d§, o permutaciones, habitualmente las escribiremios as

0 (1 2 ....n
oSO b 0@ .. o)

Existen varias posibilidades para manejar las p&xciones con el ordenador:

1. IMPLEMENTACION DE PERMUTACIONES

Podemos calcular todas las permutaciones y repegken de la forma habitual aprovechando la
funcién Permutations][], para ello construimos lacidn:

FUNCION COMENTARIOS
S[nj::_Table[
MamXFO'.’m.[ . . . Calculamos el grupo simétri@ para
{Table][j,{j,n}],Permutations[Table[j,{j,n}][[i 11} algan ",
]
Ai.n}]

Funcién 1. El grupo simétrico S;.

Funcién que calculara todas las permutacione$.deara referirnos a dichas permutaciones
asignaremos un indice a cada una de ellas condafu

FUNCION COMENTARIOS

NombreS[n_] := Do[Print[ay, "=", S[N][[KI]], {k, 1, n!}] Asignamos un indice a cada permutacjon.

Funcién 2. indices de las permutaciones.
Ejemplo 1. Calculamos todas los elementosSie

Definimos las funciones 1y 2.
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PRACTICAS DE GRUPOS DE ALGEBRA I

In[]:= S[n_]:=Table[MatrixForm[{Table[j,{j,n},
Permutations[Table[j,{j,n}HII[}].{i,n"}];
In[]:= NombreS[n_] := Do[Print[ay, "=", S[n][[K]]], {k, 1, n1}];
In[]:= S[3]
out/1= 12 3)(1 2 3)(1 2 3)(1 2 3})(1 2 3)(1 2 3
u]= 1 23f\132fl213/\231/{312/{321
In[]:= NombreS[3]
_ (1 3
Out[]= o, = (1 3
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Podemos identificar una permutacién concreta pordétek que le asignamos,

S[n]([k]Il

También podemos averiguar el indice asociado pemautacion cualquiera &, damos dos
definiciones alternativas de la misma funcion:

FUNCION COMENTARIOS

Indice[permutacion_]:=Module[{i,n,j}, El argumento serd una lista.
n=Length[permutacion];i=1;
While[Permutations[Table]j,{j,1,n}][[i]]'=permu tacion,i++];
i

I

Se identifica la permutacion.

Muestra por pantalla los resultados.

Funcién 3. indice de una permutacion.

, . . [1 2 3 45
Ejemplo 2. Identificar la permutacio .
2 3415

Definimos la funcién 3:

In[]:= Indice[permutacion_]:=Module[{i,n,j},
In[]:= Indice[{2,3,4,1,5}]
Out[]= 33

Y al revés, comprobamos:

In[]:= S[n_]:=Table[MatrixForm[{Table[j,{j,n}],
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PRACTICAS DE GRUPOS DE ALGEBRA I

Permutations[Table[j,{j,n}HII[1}].{i,n"}];

In[]:= S[5][[33]]
o= (32347

a

Y asi, podremos referirnos o aplicar comodamenédqeier permutacion. De esta forma, para calcular
o(m) con o, 0 S, ymO{1, 2,...,n}, usaremos la funcioén:

FUNCION COMENTARIOS

sigmalk_,n_][m_]:=Permutations[Table[j,{j,n}]I[[k,m] ] Definimos la permutaciooi deS,.

Funcién 4. Permutacién oy.

Para calculao,(m) con o, [0 S, escribiremos: sigma[k,n][m].

1.1. FUNCIONES DE MATHEMATICA
El paguete de Matematica Discreta que incorporddfastica y al cual accedemos escribiendo:
In[]:= <<DiscreteMath’Combinatorica’

incorpora las funciones:

»  SymmetricGroup[n], que funciona de forma similar a S[n] si bien na s misma notacién, en
realidad seria equivalente a escribir:

Permutations[Table[i {i,1,n}]

+ Index[], hace lo mismo la funcion Indicef].

2. COMPOSICION O MULTIPLICACION DE PERMUTACIONES

También podemos componer o multiplicar las permomas, siox, 0; 0 S, entonces la permutacion
oxoj(m) vendra dada por:

sigma[k,n][sigmalj,n][m]]

Habitualmente también nos interesara identificta permutacion que resulta de componer otras dos,
podemos programar una pequefia rutina que se ercadegsto:

FUNCION COMENTARIOS

sigmalk_,n_J[m_J:=... Definimos la funcién 4.
o ) Llamaremos “composicion” a la funcign
composicion[k_, j_,n_] := Module[{t,m,z,tabla}, y tendr& por argumentos a los indiceg de
t=1; las permutaciones que vamos | a
tabla=Table[sigmalk,n][sigmafj,n][m]].{m,1,n}]; multiplicar y el orden del grupo simétrigo

donde trabajamos

Bucle que recorre todas las
While[tabla!=Permutations[Table[m,{m,n}]][[t]],t ++]; permutaciones d§, e identifica la
composicion.

A=MatrixForm[{Table[z,{z,n}],tabla}]; S:rrfqﬁztcr%ﬁe la matriz que representaja la

Printfoy 0;,"=", o, "=", A] Muestra por pantalla los resultados.

]

Funcién 5. Producto de permutaciones.
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Alternativamente también podriamos programarlandsala funciéon Position[], como podemos
comprobar en la siguiente funcién que determinaamente el indice del resultado de componer ambas
permutaciones:

FUNCION COMENTARIOS

sigmalk_,n_][m ]:=... Definimos la funcién 4.

Llamaremos “composicion2” a la funcign
y tendra por argumentos a los indiceq de
composicion2[k_,j_,n_]:=Module[{t,m,z}, las permutaciones que vamos | a
multiplicar y el orden del grupo simétri¢o
donde trabajamos

Position[Permutations[Table[m,{m,n}]],

Table[sigmalk,n](sigmafj,n](ml].{m, L.n}I[[A]] (1] o e, (cncran el indice de} fa
]
Funcién 6. Producto de permutaciones 2.
Ejemplo 3. Calculamos la multiplicaciéon d® y 0, de S;:

Definimos 4 y 5:
In[]:= sigmalk_,n_][m_]:=Permutations[Table[j,{j,n}][[k.m 1I;

composicion[k_, j_,n_] := Module[{t,m,z},

t=1,
In[]:= composicion[2,4,3]
1 2 3
Out[]= 0,0, =0g = (3 ) 1)
Y con la funcién 6:
In[]:= composicion2[k_,j_,n_]:=Module[{t,m,z},
Position[Permutations[Table[m,{m,n}]],

| Table[sigmalk,n][sigmalj,n][m]],{m,1,n}]][[1]][[1]]
In[]:= composicion2[2,4,3]
Out[]= 6

O

Ademas, también resulta de gran interés, tantoedesdpunto de vista practico como computacional,
para manejar los grupos simétricos como en el Wapénterior, esto es, determinar la tabla de tddes
productos posibles entre las permutaciones (tablapdraciones), para ello programamos la sigufent2én:

FUNCION COMENTARIOS

composicion2[K_,j_,n_]:=... Definimos la funcién 5.
cuentas[n_] := Module[{t,k.j,m}, Funcién “cuentas” con un Unido
tablacomp = Table[0, {k,n'}, {j, n!}]; argumento “n”.
Do[
Do[
t = composicion2[k,j,n]; Bucles que recorren y calculan todos (los
tablacomp(][j, k]] = o; posibles productos,
{k, 1, nijf;
i 1, nf;
TableForm[tablacomp, TableHeadings -> {Table@,,, {m, n'}], .
Tablag,,, {m, ni}]}, TableSpacing -> {2.2}] Salida de resultados.
]

Funcién 7. Tabla de productos entre permutaciones.
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Ejemplo 4. Calculamos la tabla de todos los posibles produttotodas las permutaciones3ile
En primer lugar definimos la funcién 5:

In[]:= composicion2[k_,j_,n_]:=Module[{t,m,z},
Position[Permutations[Table[m,{m,n}]],
Table[sigmalk,n][sigmalj,n][m]],{m,1,n}]][[1]][[1]]

Introducimos la funcion 6:
In[]:= cuentas[n_] := Module[{t,k,j,m},

Y calculamos la tabla :

In[]:= cuentas[3]

Out[]=

1 %2 O3 094 O5 Og
O O ©O3 ©O4 O5 Og
0'2 0'2 O'l 0'4 0'3 0'6 0'5
0'3 0'3 0'5 O'l 0'6 0'2 0'4
0'4 0'4 0'6 0'2 0'5 O'l 0'3
O'5 0'5 0'3 0'6 O'l 0'4 0'2

Og Og Oy Og Oy O3 04

3. EL SUBGRUPO ALTERNADO

En esta seccidon se analizara el problema de lalgohrde una permutacion y se determinara
explicitamente el subgrupo alternado de cualquigpasimétrico.

3.1. SIGNATURA'Y PARIDAD

1 2
o o@ .. o)

O X ={1, 2,...,n} tales quei <j y a(i) > a(j). Denotaremos poy(o) al nimero de inversiones que hayen
llamaremos signaturdec a (1) y escribiremos:

Dada una permutacian] S,, ¢ = ( jtenemos una inversiéenao si existen, j

Sig(0) = (-1).

Una permutacidw, se dira que es par el nimero de inversiones que hayoess par, esto es Sig(o)
=1.Y se dird que es impary(o) es impar §ig(o) = -1).

Para resolver este problema podriamos en pringar lgalcular el ndmero de inversiones de una
permutacion. Desde un punto de vista practicotast@a puede resultar bastante engorrosa, sin emlzisde el
punto de vista computacional resulta bastante inate@d

PROGRAMA COMENTARIOS

n=N° DE ELEMENTOS DE LA PERMUTACION; Se introduce el indice “k” de [a
k=INDICE DE LA PERMUTACION; permutacién y nimero de elementos “n”
permutacion=Table[sigmalk,n][i],{i,1,n}]; Opcionalmente podemos directamente
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introducir la permutacion que queranjos
y no necesariamente referirnos a ella jpor
"y K

De partida suponemos que no hay

inversion=0; ninguna inversion.
Do[Do[
If[i<j && permutacion[[j]]< permutacion([i]],inv ersion++]; Se calcula el n° de inversiones.
J{i.i,Length[permutacion]}];.{i,1,Length[permutacion] }];
inversion Salida de resultados.

Programa 8. Inversiones.
Dentro del paquete de Matemética Discreta encoogam
Inversions[permutacion]

que también calcula el nUmero de inversiones dgamautacion.

, . . . 1L 23456 738
Ejemplo 5. Calcular el nUmero de inversiones de la permutacio .
6 8523471

Usando el programa 7 podemos calcularlas:

In[]:= permutacion={6,8,5,2,3,4,7,1};
Out[]= 19
O bien,
In[]:= <<DiscreteMath’Combinatorica’
In[]:= Inversions|[{6,8,5,2,3,4,7,1}]
Out[]= 19
O
Y conociendo el nUmero de inversiones es inmedialitular la signatura de una permutacion.
: _ 1 2 3 456 7 8
Ejemplo 6. Calcular la signatura de la permutacion .
6 85 2 3471
In[]:= permutacion={6,8,5,2,3,4,7,1};
Out[]= 19
In[]:= (-1)"%
Out[]= -1
|

3.2. EL SUBGRUPO ALTERNADO

Llamamos_subgrupo alternadq, al subconjunto d&, formado por todas las permutaciones patgs.
es un subgrupo d&, es facil comprobar usando giig(ot) = Sg(o)Sg(T) que sio y T son dos permutaciones
entonce®T, o y T también permutaciones pares. De hesshes un subgrupo normal &

Calculamos todas las permutaciones pare®,desto es, el subgrupo alternaip
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PROGRAMA COMENTARIOS
Definimos la funcién 4.

sigmalk_,n_J[m_J:=...
S[n_]:=... Definimos la funcién 1.
n=NUMERO DE ELEMENTOS DE LAS PERMUTACIONES; Introducimos “n” para calcula,.
Sn=S[n]; Bucles que recorren y calculan todas las
o signaturas de todas las permutaciones
Alternado={}; comprobando cuales son pares.
Do[
ﬁ]?/rer?;toai%r.] Tablefsigmalk,ni[l i 1.nl; Se calcula el numero de inversiones d
! cada permutacion y se comprueba si g5
Dol par.
Do[
Ifli<j && permutacion([j]]< permutacion[[i ]],inversion++];
Ai.in;
Ai.L.n};
inversion;
If[Mod[inversion,2] ==0,AppendTo[Alternado, Sn[[K]]]];
{k.1,nt]
Alternado Salida de resultados.

Programa 9. Célculo del subgrupo alternado directamente contando el nimero de inversiones.
Por dltimo podemos usar el paquete de Mateméatiser&a y directamente calcularlo:
AlternatingGroup|[n]
Ejemplo 7. CalcularA,.
Definiremos las funciones que necesitamos previdene
In[]:= sigmalk_,n_][m_]:=Permutations[Table[j,{j,n}][[k.m 1I;

In[]:= S[n_]:=Table[MatrixForm[{Table[j,{j,n}],
Permutations[Table[j{j,n}HII[1}].{i,n"}];

O bien usando el programa 8,

In[]:= n=4;

out]= 1 234) (1234) (1234
B 1234)'\1342)'\1423)

n
l

N
w

12 3 4 12 3 4 12 34 12 3 4
2314)'\2431)'\3124)'\32141)
1234 12 34 1234 1234
3412)'\4132)'\4213) 14321

Por dltimo con el paquete de funciones:

In[]:= <<DiscreteMath’Combinatorica’

In[]:= AlternatingGroup[4]

{{1,2,3,4},{1,3,4,2},{1,4,2,3},{2,1,4,3},{2,3, 1, 4},
{2,4,3,1},{3,1,2,4},{3,2,4,1},{3,4,1,2},{4,1,3,2},
{4,2,1,3},{4,3,2,1}} O

Out[]=
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